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GEOMETRIES ET FORMES

L’IA aide 3 Classer Jes

formes geométr;
: ues
abstraites 3

Brigues de base de la géométrig, |es variétés de Fano sont '
des objets complexes et hétéroclites que les mathématci)cr;eaUSSI
aimeraient classer pour mieux |es comprendre. Mais cap- or
turer les propriétés géométriques de ces objets nest
pas une tache simple. Aussi imaginent-ils s'aider des
outils de I'apprentissage automatique.

ne fois les dernieres
briques emboitables
placées en suivant
les instructions don-
nées dans la boite de
jeu, la structure de la
tour Eiffel se dresse N s
sous vos yeux. Au Calabi-Yau,

: moment de ranger, V Deux variétés de Fano
vous Otez les blocs de construction les uns de dimension 3.

apres les autres. Votre construction redevient
un tas de briques rectangulaires. Les mathé-
maticiens — et en particulier les spécialistes
dela géométrie algébrique - s'adonnent a des
activités comparables. Les « constructions»
de cette discipline sont appelées des variétés
algébriques. En termes mathématiques, une
variété algébrique est 'ensemble des solu-
tions d'une ou de plusieurs équations poly-
nomiales - qui s'écrivent comme une somme
de produits d’indéterminées affectés de coef-
ficients. En dimensions 2 et 3, on peut se Ie§
représenter par plongement. Par exemple, y=x*
estune courbe plane - de dimension 1 - plon-
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ution des mathématiques par I'IA 2

Une révol
le travajl g log
L'astronomie a subi une :"P"WG Alessjo
petite révolution ces et outil est S
derniéres années. Grace adapté ayy o
au perfectionnement lesquels Jes dor
et 4 la diversité des conséquentes
moyens d'observation en géométrio o
désormals disponibles, «ily a des algy
les étres humains sont i Prob,
Normes e
capables de voir bien P
plus d’astres. «En fait, Possible de
on a trouvé tellement POZ un humain,
d’étolles et de galaxies en équipe. Cest le
que I’humain ne peut pas A En astronomie, [ntelligence artificielle est capable de nous restituer  des variétés e
toutes les regarder. Il doit des éléments invisibles & I'eeil nu (ici une image de gaqules). Ilen sera on ne peut pas
s’alder d'un algorithme Ppeut-étre bientot de méme dans le domaine des mathématiques. les 470 millions o
pour savolr quels objets sans aide d’un o
sont intéressants », Mais les travaux de en 5, ajoute
explique Alessio Corti, Sara Veneziale et ses «L’apprentissage mathématicien,
de I'imperial College collégues que ne peut pas si ce n’est pas
London, Qui compare : les choses pourraient donner de preuve, mais étre que les mat,
«En mathématiques, nous changer, sans nuire pour il peut suggérer, tester, pourraient connait
- Mavons pas encore connu  autant 4 la rigueur du découvrir des connexions. la méme révolution
cette petite révolution. » travail de recherche Reste au math laphysique /i

g‘éedmzs"unespacededimensionz;lasurface
T par ionz2=x24y2
?st une surface de dimension 2 plongée dmllls
Tespace de dimension 3. Quanda dimensi
ol a3, cesont dy b:
quonne peut plus dessiner,
M 7 1,

est 6ri

Pplexes, les mathématiciens alm'entlis casser: ex;
Petitsbouts (ou, Pourcontinueravec notre com-

) i trois i
g:: plateoy Sphérique; Eéomé.mes
'Ndantes sop¢ Tespectj ;
} Vement d
mﬁ t:; Qli.zbl-Yau Oude Fang, «Tbut:};puj
plat oy i
étrecasséen Pluspetits L

quiseront 'y,

deces formes», explique Alessio Corti,

al'Imperial College London (Royaum
Etudierles variétés parle prisme delab
t6tque du tout, c’est'objet d'un vieux

il prend ses racines au début des a
d'abord parle biais deI'étude dess
les travaux du mathématicien itali
Castelnuovo (1865-1952). Dans ce cad
Vail nes'arréte pas a réussir a casser un
algébrique donnée en sous-blocs. Lesb
coj ionell p
endifférentes classes. Al'image d'uneb
construction rectangulaire, qui peutétre
1x4,2x3 ou2x4, une variété de Fan
rangée dans différentes sous-caté
appelle cela des « familles de défo
selon son allure. Dans ce context
tique, des chercheurs ont euune

dans quelle mesureles outils de l’apprmtjuage
automatique peuvent les aider & classifier ces
objets. Mais avant de le comprendre, encore
faut-il explorer la nature de cette classification,
Comme le rappelle Cinzia Casagrande, mathg.
maticienne a I'université de Turin (Italie), « i
a autant de spécialistes de cette thémanq' ue
{q’uede visions de ce que ‘classer” veut dire, et cos
h le ires». Par exemple,

/arié-

app

s'attenda

1 Yoot

sion augmente — et qu'il soit méme infini pour
celles de type général -, «classer» peut aussi

DOSSIER GEOMETRIES ET FORMES

Lapprentissage statistique
Darvient a estimer
la présence ou non
d’une singularité

un tableau périodique des formes -4 I'instar
du tableau de Mendeleiev pour les éléments
himis d B ok e

signifier se procurer des infc

Fano dans chaaue dirm.

pour les variétés dans chaque dimension. «Un uﬁmadﬂaéﬁ&m&mbw
peu i pour deville, Il liers o celles-ci sont «lisses » (sans coin, p
tiez des statistiques sur le genre, lage, lemétier,  ou bﬂsm)damdmdimenﬁmsily d
etc., plutotque de chercher la liste de chacun d familles en dimension 2, dont la sphre o
habii pare la cherct naire, et 105 en dimension 3. Dés la d

En i atrier ces obj I étL sion 4, la question reste (ﬁmﬂﬁ}

dier, les cherct p mieuxsaisirleurs  mathématiciens

propriétés. «Classer est quelque chose d

e s

Gelaire lamathématicionna e Vet

I'Imperial College London. Et puis cette meil-
leure connaissance théorique des variétés
pourrait se diffuser dans d’autres domaines de
recherche, notamment la théorie des cordes,
théorie de physique fondamentale qui pos-

T
dix

tule un espace-temp: oules
quatre dimensions qui jouent le role de notre

qui

o 5 ¥ ;5 >
prennent la forme d'une variété de Calabi-Yau.

DETERMINER S| UNE PROPRIETE
GEOMETRIQUE SPECIALE EST REPANDUE

Pourl'heure, I'essentiel de'effort de classifica-
tion est fait sur les variétés de Fano, ces espaces
acourbure positive mis en évidence dans les
années 1930 par le mathématicien italien Gino
Fano (1871-1952). Et cela pour une raison
simple: les mathématiciens Janos Kolldr, Yoichi:
Miyaoka et Shigefumi Mori ont montré en 1992
qu'ilyaun nombre fini de familles de déforma-

tion pourles variétés de Fano (). Autrementdit,

un nombre fini de formes de briques. Avec.ce
résultat, vient alors la possibilité de construire




pour le faire sur un seul exemple, alors cela pren-
drait un temps incalculable de tester tous les élé-
ments», explique Alessio Corti, qui n'a pas pris
part aux études. De ce point de vue, 'avantage
del'apprentissage automatique, c’est qu'il per-
met de prendre un raccourci : la propriété n'a
besoin d'étre calculée que sur un petit nombre
d’exemples; 'algorithme se charge ensuite
de faire des suppositions sur le reste. « Dans
notre cas, nous essayions de voir si les variétés
de Fano présentaient une singularité - c'est-a-
dire un point oi elles ne se comportent pas trés
bien - d'un aspect particulier», explique Sara
Veneziale. En I'occurrence, la méthodologie
pour regarder si oui ou non la variété présente
cette aspérité était lente. Avec ses collegues,
elle a donc mis au point un modele d’appren-
tissage automatique. A partir d'un petit nombre
d’exemples, ce modele apprend a estimer la
présence ou non d’une singularité; ensuite,
quand on lui présente une nouvelle variété, il
donne la réponse tres rapidement 7).
«La réponse de l'algorithme n'est pas toujours
correcte —elle l'est tout de méme dans 95 % des
cas—mais ce n'est pas grave car cette approche
statistique nous permet d'observer a quel point
ce type de singularité est répandu dans tous nos
exemples et peut-étre d'en déduire des résultats
théoriques par la suite», détaille-t-elle.

LA PERIODE QUANTIQUE
CONTIENT DE L'INFORMATION

Le trio deI'Imperial College et de I'université de
Nottingham a ensuite tenté de pousser un peu
plusloin!'utilisation de I'intelligence artificielle,
afin que celle-ci identifie des caractéristiques
internes a une variété, la oti 'humain ne voit
qu’une donnée difficilement lisible. Ici, il faut
se plonger un peu plus profondément dans les
propriétés des variétés de Fano.
Pour chaque variété de Fano, il est possible de
calculer une séquence de nombres - appelée
«période quantique réguliére» - en comptant
certaines courbes sur la variété. Cette séquence
estvue commel'empreinte digitale d'une variété
de Fano, car les mathématiciens ontI'intuition
que celle-ci est entierement déterminée par la
seule donnée de sa période quantique. Autre-
ment dit, avec la période quantique pour seule
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A Exemples de variétés
algébriques simples : une
variété lisse d’équation
x2+y2=72+] (en haut);
variété contenant

un point singulier

et d’équation

X2+y?=22 (en bas).

0 bKoldretal,
L Differ, Geom, 36,

765,192,
(2) T.Coates et al,
NeurlPS 2023, tinyur
machine-singularities
() T.Coates etal,
(ommun., 14,552,

information, on devrait Pouvoir ¢ ' ,
erreur la variété de Fano, Reste &d g | L
voulu tester cette conjectureen
ver la propriété la plus simple d'une
savoir sa dimension, a partir de Iado
de sa période quantique régulidrey, ey, 5
Veneziale. Ses collegues et elle ont donc
unmodele a estimerladimension d'ype
de Fano al'aide de sa période quantique,
I'ont testé et, dans 98 % des cas, leura,lgoﬂ ,
donné la bonne dimension. «Nos résultatx ot | M
en faveur de la conjecture car, oui, |q ;i

quantique contient bien de l'information s d
variété de Fano !», seréjouit-elle, f
4

UNE MANIERE PUISSANTE
DE TESTER DES HYPOTHESES

Et cette conjecture est importante, car
liée a une autre question majeure surl
tés de Fano. Ces objets ne sont pas:l uls
posséder une «empreinte digitale».

polynoémes ot les quantités ind.
peuvent étre élevées aussi a des |

chaque variété de Fano corr
néme qui ala méme périt
variété—d'oui leurnom de
Cela pourrait faire avancer g
sification, car les polyn
des obj ets comblmtoil‘e&

Sipourl'heure ces deu
de concept, elles




